Глава четверга;
ЛИНЕЙНЫЕ ГРАФЫ СИГНАЛОВ
4.1. Введение
Граф сигналов представляет собой графическое изображение со-о|угношений между несколькими переменными. Когда эти соотношения линейны, то граф выражает систему линейных алгебраических урав-нений. Преимущество такого представления состоит в том, что реше​ние уравнений наглядно выражается структурой графа. Любая задача, Содержащая линейные соотношения между многими переменными, множет быть сформулирована в виде графа сигналов и решена не​посредственно путем анализа графа.

В этой главе излагаются необходимые основы теории графов и разрабатывается техника их применения. В дальнейшем эти методы применяются к электронным схемам и системам. В этой главе не рассматривается ни одна конкретная электронная схема главным образом потому, что этим подчеркивается общность понятия графа. Кроме того, при. применении метода графов к электронным схемам может создаться впечатление, что графы не имеют других примене​ний, тогда как знание графов полезно во многих других областях. Например, задачи автоматического регулирования, механики, много​кратного отражения волн и условной вероятности могут быть названы в качестве примеров.

'4.2. Линейный граф сигналов
Граф сигналов представляет собой цепь с ветвями, имеющими направление, присоединенными к узлам. Ветвь j'k начинается в у-м узле И заканчивается в А-м узле. Направление от j к k указывается

стрелками на ветви. Каждая ветвь jk связана с числом, называемым передачей ветви t .^, и каждый у-й узел имеет связанную с ним величину, называемую узловым сигналом х,. Различные узловые сигналы определяются уравнениями вида
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Типовой граф показан на фиг. 1, а.  В данном примере удобно обозначить передачи различных ветвей различными буквами: а, Ь, с, ..., а не одной буквой с двумя индексами t,„.
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Фиг. 1. Граф.

Зависимый узел имеет одну или большее число входящих ветвей. Заметим, что каждый зависимый узел явно связан с алгебраическим уравнением. Эта связь показана на фиг. 1, б. Каждое уравнение определяет узловой сигнал в виде алгебраической суммы сигналов входящих ветвей. Важно заметить, что сказанное не повторяет пер​вого закона Кирхгофа. Сигнал в данном узле есть сумма входя​щих сигналов, и выходящие ветви не влияют непосредственно на этот сигнал. Ветви, выходящие из данного узла, влияют на другие сигналы, задаваемые в других узлах.

Прохождение сигналов в графе поясняется на фиг. 2. Эти пояс​нения вытекают непосредственно из уравнения (1). Кроме того, фиг. 2 можно использовать в качестве основного определения свойств .графа, т. е. уравнение (1) следует из фиг. 2. Сигналы графа под​чиняются правилам, изложенным на фиг. 2, и содержат точно такую же информацию, как и соответствующая система алгебраических урав​нений. Различие заключается просто в обозначениях. Таким образом, иожно сказать, что линейный граф есть система линейных алгебраи​ческих уравнений, записанных специальным графическим языком,
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Фиг. 2. Пояснения передачи сигнала в графе.

а,— выход сигнала из узла; б—прохождение сигнала через ветвь; в—прием сигнала в узле.
использующим ветви, узлы и направления (стрелки), а не символы ,плюс", „равно", как в обычных алгебраических уравнениях.

Уравнения графов записываются в форме „причина—следствие". Каждый зависимый узловой сигнал выражен один раз в виде явного следствия, вызванного другими узловыми сигналами, действующими в качестве причин. Данный сигнал появляется в виде следствия только в одном уравнении. В других уравнениях этот сигнал играет роль причины. Формулировка уравнений в форме „причина—следствие" очень удобна для большого класса физических проблем, включая •многие задачи электроники. Преимущества формулировки „причина-следствие" и представление в виде графа состоят в том, что урав​нения можно решать непосредственно путем вычисления графа. Искомое решение выражает сигнал в данном зависимом узле через сигнал в узле источника. Узел источника имеет только выходящие ветви. Сигнал источника — это независимая переменная в алгебраи​ческих уравнениях, при этом все другие переменные можно выразить через независимую переменную. Если в графе имеется больше одного узла источника, то можно рассматривать следствие каждого источника отдельно, так как уравнения линейны и можно применить принцип наложения.

4.3. Простейшие эквивалентные элементы
Решение с помощью вычислений графов требует знания их опре​деленных топологических свойств. На фиг. 3 представлено несколько элементарных эквивалентных преобразований, вытекающих непосред​ственно из фиг. 2. Преобразования, указанные на фиг. 4, предста​вляют собой более общую форму, чем показанные на фиг. 3, б—г. Такое преобразование в общем случае не является обратным. Если
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Фиг. 3. Элементарные эквивалентные схемы графов.

а—сложение; б—умножение; в, г—распределение или разложение на множители в противопо​ложном направлении.
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Фиг» 4. Исключение узла в звезде.

даны четыре произвольные величины, характеризующие передачу ветвей (фиг. 4, б), то не следует ожидать, что эквивалентный граф имеет форму фиг. 4, а.
Элементарные преобразования на фиг. 3 и 4 сокращают число ветвей или узлов графа, и можно ожидать, что при последователь-дом применении таких преобразований граф может быть упрощен

[image: image6.png]= = As;
- b=x.
c)
Xy
(xa
Xb

=X3.
ch=

b xy

a

X




Фиг. 5. Образование петли, вызванное разделением ветви Ь.
до одной ветви, присоединенной к источнику и к некоторому выбран​ному зависимому узлу. Однако если граф содержит любые замкнутые цепи, тогда при преобразовании появляется одна или больше петель, как показано на фиг. 5.

4.4. Влияние петли
Влияние петли, находящейся в некотором узле, на передачу через этот узел показано на фиг. 6, а. Пусть узловой сигнал обозначен через х, тогда сигнал, возвращающийся после обхода петли, будет xt. Поскольку узловой сигнал равен алгебраической сумме сигналов, входящих в узел, то внешний сигнал, приходящий слева, будет равен х(\—t). Следовательно, влияние петли, имеющей передачу t, выражается в том, что внешний сигнал умножается на коэффициент (1 — t), и это произведение равно сигналу, проходящему через узел, причем из узла выходит сигнал х. Это правило справедливо при всех t.
Другое представление влияния •'петли показано на фиг. 6, б; оно справедливо при 11\< 1. Рассмотрим несколько других возможных путей, посредством которых сигнал может пройти от источника х, До зависимого узла х2 Наиболее обычный путь прохождения сигнала состоит в том, что сигнал идет через две ветви, передача каждой из которых равна единице. Сигнал также может замыкаться по петле прежде, чем распространится в нужном направлении. Он может также замыкаться два, три или большее число раз по петле. Поэтому имеется бесконечное число различных путей прохождения сигнала от входа к выходу и в соответствии с этим существует бесконечное число передач сигналов: 1, t, t2, t3, .,. . Так как эти передачи

в действительности происходят параллельно, то общую передачу можно представить в виде суммы всех возможных передач (фиг. 6, б). Сумма бесконечного числа членов геометрической прогрессии равна 1/(1—t), что подтверждает предыдущий результат.

[image: image7.png][ & —
z(l-t) z
VA
5 / / = -t
Z; IZZ ’ Iy «Z‘g
L. 24335... = L
I#+8 +p2+39+ 773





Фиг. 6. Влияние петли.
Когда несколько ветвей входит в узел и покидает его, как пока​зано на фиг. 6, 8, то легко видеть, что правильная замена петли может быть выполнена по схеме фиг. б, г.
4.5. Исключение узла
С помощью элементарных преобразований и замены петли любой узел в графе можно исключить, как показано на фиг. 7, а. Исклю​чение данного s-го узла дает новый граф, в котором &'-й узел и все

примыкающие к нему ветви исключены. Хотя s-й узел уже не показан на этом новом графе, но его влияние учтено в новых величинах

передачи ветвей tjk, где                                    • .
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Исключению узла соответствует исключение переменной путем под​становок в соответствующие алгебраические уравнения.

Удобно говорить об исключаемом узле (или об узлах) как о не-. доступном узле. Все другие узлы первоначального графа называются
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Фиг. 7. Исключение узла s дает новый граф с передачами ветвей (,.д.

доступными. После исключения недоступных узлов новый граф назы​вается остатком первоначального графа. Точки, в которых граф и его оставшаяся часть неразличимы на основе измерений передачи,

представляют собой доступные узлы.

На фиг. 7, в показан остаток графа, получившийся после исклю​чения третьего узла в графе фиг. 7, б. Заметим, что новая петля Получается во втором узле и этим учитывается первоначальная пере​дача от второго узла к третьему и затем обратно ко второму-узлу. Остаток графа учитывает влияние передач всех сигналов через исключенный узел.

4.6. Передача графа
Передача Т графа равна сигналу, появляющемуся в некотором зависимом узле, на единицу сигнала, возникающего в некотором заданном узле источника. Сток представляет собой узел, имеющий только входящие ветви. Если граф содержит один источник и один сток, как показано на фиг. 8, а, то величина Т указывает передачу
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Фиг. 8. Значение передачи Tj графа для графа, имеющего один источ​ник и один сток (а), один источник при отсутствии стока или с несколь​кими стоками (6), произвольную структуру при наличии или отсутствии ис​точников и стоков (в), преобразование схемы к простой ветви с помощью исключения всех узлов источника и стока (г).

графа от источника до стока. Когда граф содержит несколько сто​ков (или не имеет стоков), то величина Т становится неопределен​ной, и в этом случае следует применить индексы, указывающие два узла, между которыми определяется передача (фиг. 8, б). В общем случае для графа произвольной структуры можно определить пере​дачу Т.д графа в виде сигнала, появляющегося в й-м узле на еди​ницу внешнего сигнала, входящего б у-й узел. Другими словами, Т.,, представляет собой передачу от подразумеваемого внешнего источника в у-м узле до подразумеваемого внешнего стока, присо​единенного к А-му узлу, как показано на фиг. 8, в.
При наличии источника и стока все другие узлы могут быть исключены, и, таким образом, граф можно упростить до одной ветви, показанной на фиг. 8, г. Передача этой ветви будет, конечно, равна передаче графа 7^. ^

4.7. Общий граф
На фиг. 9, а показан полный граф со всеми возможными внеш​ними источниками и стоками. Здесь для простоты приведен граф,
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Ф м г. 9. Формальное алгебраическое решение задачи передачи графа.

содержащий лишь два узла; метод построения общего графа с п узлами довольно прост. Решение этой задачи показано на фиг. 9,6. Чтобы получить каждую величину х^, выраженную через внешние источ' пики Х. сигнала, следует решить уравнение 9, а,
Для более компактной формулировки задачи можно применить матричные обозначения. На фиг. 9, в показана схема графа, аля которой каждый узловой сигнал представляет собой матрицу-строку и каждая передача ветви есть квадратная матрица. В результате решения матрицы относительно х, выраженного через матрицу X, получается уравнение, соответствующее одной ветви матрицы, пока​занной на фиг. 9, г. Заметим подобие между фиг. 6, б и 9, s и г. Определение передачи общего графа эквивалентно замене матрицы петли на матрицу ветви; последняя, по крайней мере формально, приводит к обратной матрице, имеющей столько строк (и столбцов), сколько содержит зависимых узлов первоначальный граф.

4.8. Определение передачи графа с помощью путей и контуров
Теперь после установления формальной части задачи изучим опре​деленные топологические свойства графов, которые позволят опре​делить частные значения передачи того или иного графа без анализа его структуры. Важными топологическими параметрами графа являются его пути и контуры. Введем следующие определения:

Путь — непрерывная последовательность ветвей (в указанном направлении), вдоль которой каждый узел встречается не больше одного раза.                                 (3)

Передача пути (Р)—произведение передач ветвей вдоль

этого пути.                                                (4)

Контур (иногда называется контуром обратной связи)— простой замкнутый путь, вдоль которого каждый узел встречается не больше одного раза за один обход контура.   (5)

Передача контура (L)—произведение передач ветвей в этом контуре.                                                (6)

В дальнейшем для удобства термины „путь" и „передача пути" будут примениться в одном смысле, так же как термины „контур", и „передача контура". Например, говоря „сумма путей Р^ и /у-будем иметь в виду „сумму передач Р^ и Pg путей 1 и 2". В связи с этим не должно возникнуть недоразумений, так как обычно .смысл ясен из текста. В дальнейшем будем применять аналогичные сокра​щения в определении ветвей и передач ветвей. Например, применяя термины „ветви а и Ь", мы имеем в виду ветви, передачи которых равны а и Ь.
Для иллюстрации определений возвратимся опять к фиг. 1. В конечном графе всегда содержится конечное число контуров и ко​нечное число путей от одного заданного узла до другого. Граф на фиг. \,а имеет четыре различных пути от первого до четвертого

узла: о/, асе, bdf и be. Будет ошибкой, если принять аае за путь, так как на этом пути имеются неразрешенные направления. Пересе​кающиеся пути, например Ьасе, также запрещены этим определением.

Фиг. \,а содержит три контура: cd, fg и ceg. Совокупность ветвей dfe не дает контура, так как направление ветви е не совпа​дает с выбранным направлением обхода. Нельзя считать контуром
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Фиг. 10. Передача многоконтурного графа.

cdceg, потому что при его обходе второй и третий узлы входят дважды. С точки зрения математики контуром называется „простая" замкнутая ориентированная кривая, а путем—часть этой кривой.

Выше было показано, что передача 7^ графа может быть выра​жена полностью через различные контуры графа и различные пути

от У-го узла до.й-го узла.

Граф фиг. 10,а содержит четыре различных контура и один

путь . (от источника к стоку). Исключение первого и пятого узлов дает граф фиг. 10,6. Последующее исключение второго и четвертого узлов дает простую форму фиг. 10, s, из которой передача может быть вычислена, как указано на фиг. 10, г. После упрощения числителя и знаменателя дробей и подстановки величин путей и контуров

приходим к окончательной форме, показанной на фиг. 10,<?. Наибо​лее интересное свойство формулы передачи состоит в том, что знаменатель не содержит произведения контуров, которые сопри​касаются между собой в графе. Например, первый и второй контуры касаются один другого в графе и произведение Z,^ соответственно отсутствует в уравнении передачи.

Теперь можно сформулировать общее правило. Каждый член знаменателя есть произведение системы некасающихся контуров. Знак члена в знаменателе положителен (отрицателен) для четного (нечетного) числа контуров в этой системе. Граф фиг. 10,а не имеет совокупностей трех или большего числа некасающихся контуров.
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Фиг. 11. Передача другого многоконтурного графа.

Рассматривая пары контуров, находим только три допустимые пары. Когда контуры рассматриваются по одному, вопрос их касания не возникает, так как каждый контур в графе представляет собой допустимую „совокупность". Чтобы закончить рассмотрение форм, можно представить совокупность контуров, „вовсе не обойденную", и по аналогии с числом в нулевой степени можно рассматривать произведение передач для такой „совокупности" равным единице, в знаменателе выражения передачи графа такой член имеется (см., например, фиг. 10, д).
Прежде чем сформулировать общую форму числителя, рассмотрим другой пример. На фиг. 11,а приведена несколько иная задача передачи, в -которой путь от источника до стока не касается всех контуров. В этом случае можно исключить последние четыре узла, начиная с пятого до второго включительно, и получить передачу Т в виде непрерывной дроби (фиг. 11,6). После приведения дроби к общему знаменателю и подстановки путей и контуров приходим к окончательному выражению, приведенному на фиг. 11,в. В этом

случае числитель содержит не только путь, но и некоторые контуры. Заметим, что коэффициент числителя, заключенный в скобки, можно получить из знаменателя путем вычеркивания в выражении знаменателя всех членов, содержащих передачу контура Z-p в числителе остаются только члены, содержащие передачи контуров, некасающихся пути Р.
Картина становится уже яснее, и еще один пример поможет сделать общие выводы. Граф на фиг. 12, а имеет три различных пути от источника до стока и три различных контура. Исключение
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Фиг. 12. Общее выражение передачи графа через пути и контуры.

двух центральных узлов дает выражение передачи фиг. 12,6. Числи​тель этого выражения представляет собой сумму путей, причем каждый путь умножен на коэффициент, заключенный в скобки. Заметим, что каждый из этих коэффициентов составлен точно так же, как знаменатель, с тем дополнительным ограничением, что каждый коэффициент содержит только те контуры, которых не касается

соответствующий путь.

Теперь можно предложить общее правило для расчета передачи любого графа. На фиг. 12,в дано общее аналитическое выражение в компактной форме. Звездочка означает, что при умножении коэф​фициентов внутри скобок мы приравниваем нулю любой член, ко​торый содержит произведение передач двух контуров или произве​дение передач пути и контура, которые касаются друг друга в графе. Справедливость этого правила подтверждается примерами. Доказа​тельства будут получены из свойств графов, рассмотренных в после​дующих разделах.

4.9. Расщепление узла
Расщепление узла позволяет представить его в виде нового источника и нового стока. Все ветви, направленные к такому узлу, остаются присоединенными к новому стоку, и все ветви, выходящие из расщепляемого узла, остаются присоединенными к новому источ​нику, как показано на фиг. 13,о и б. Когда два узла в графе расщеплены (фиг. 13,в), то получается результат, показанный на фиг. 13,г. При расщеплении узла первоначальные обозначения для
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Ф и г. 13. Расщепление узла.

узлового сигнала и номера узла сохраняются у нового источника, тогда как узловой сигнал и номер узла у нового стока в дальней​шем обозначаются со штрихами. При расщеплении узла можно упро​стить определение контурной передачи узла или ветви, что и будет сделано в следующем разделе. Расщепление узла представляет собой преобразование, противоположное исключению узла (разд. 4.5). Чтобы исключить соответствующий узел, расщепим все другие узлы, вычислим все передачи от источника до стока, представим каждую из них в виде ветви и затем соединим расщепленные узлы.

4.10. Контурные передачи узла или ветви
Контурная передача t некоторого узла представляет собой сиг​нал, возвращающийся к этому узлу, на единицу сигнала, исходящего из того же узла. Иначе говоря,

т. означает передачу между новой парой источник — сток, обра​зовавшейся в результате расщепления у-го узла (фиг. 14,а). (7)

Здесь полезно рассмотреть другой способ объяснения контурной передачи узла. Выберем некоторый у-й узел и исключим все осталь​ные (кроме узлов источника и стока) узлы в графе. Тогда т- точно равно передаче петли, появляющейся в у-м узле остающегося графа.
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Фиг. 14. Контурная передача узла или ветви.

Очевидно, 'с. отличается от нуля только в том случае, когда перво​начальный граф имеет по крайней мере один контур обратной связи,

содержащий у-й узел.

Контурная передача ветви может теперь быть определена очень легко, если разложить эту ветвь в каскадное соединение двух ветвей, произведение передач которых равно передаче первоначальной неразло​женной ветви. В результате такого разложения создается новый узел, который называется внутренним узлом ветви (фиг. 14,6'). Контурная передача ветви по определению равна контурной передаче внутрен​него узла этой ветви. На фиг. 14,в приведен интересный пример.

4.11. Определитель графа
Определитель графа представляет собой знаменатель выраже​ния передачи графа. Представим определитель графа несколько иным способом и затем установим его связь с передачей графа. По оппеделению определитель графа выражается в виде
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Величина т^ называется частичной контурной передачей k-го узла, так как Тд вычисляется или измеряется только в части имеющегося графа (т. е. в части, содержащей k первых узлов). Величина -Сд зави​сит от порядка выбора номеров узлов графа. Частичная контурная
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т,—контурная передача k-s-o узла, измеренная при расщеплении или исключении всех узлов с более высокими номерами
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Фиг. 15. Выражение определителя Д графа через, систему «частных' контурных передач Ть.

передача k-то узла равна передаче петли, появляющейся в й-м узле

после того, как узлы первый, второй, третий, ..., (k—1)-й исключены.

На фиг. 15,о показан пример нумерации узлов простого графа, имеющего три узла. При этом используются части графа на фиг. 15,6—г, указанные жирными ветвями, которые входят в рас​чет частичной контурной передачи каждого из этих трех узлов.

Теперь рассмотрим влияние изменения номеров узлов k и k -(- 1. Для удобства изучения этого влияния можем исключить первые k — 1 узлов и расщепить (или исключить из графа) все узлы, име​ющие номера выше, чем (k 4- 1). Результирующий граф показан на :риг. 16,о. Расщепленные узлы и присоединенные к ним ветви ie показаны, поскольку такие ветви не могут входить в определе​

ние t'. или ^    Когда взаимно переменены номера двух узлов (фиг. 16,6), частичные контурные передачи -с. и т„ . будут иметь новые значения. Однако из непосредственного расчета можно пока​зать, что произведение (1—xk)(^~'ck+l) с)стается неизменным. Поскольку -с^, Ту ..., ^_д и \^у -с^д, .... t^, очевидно, не изме​няются при взаимной перемене номеров узлов, отмеченных соседними цифрами натурального ряда чисел, то, следовательно, величина опре​делителя Л при этом не изменяется. Так как любой порядок нуме​рации можно получить из любого другого с помощью последовательной
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перестановки (например, последовательность 123 можно преобразовать в последовательность 321 с помощью последовательной перестановки смежных цифр 123, 213, 231, 321), то приходим к общему резуль​тату, что величина оп^еделитеда_^_^рафане зависит от по​рядка нумерации узлов.
Рассмотрим теперь зависимость т' от передач ветвей, присоеди​ненных к га-му узлу. На фиг. 17 показан га-й узел, расщепленный на узел источника п и узел стока п''. Две ветви называются кон-флюентными, если они начинаются или заканчиваются в одном и том же узле. Таким образом, на фиг. 17 ветви а и Ь, так же как ветви с и я, конфлюентны. Из исключения узла (или из природы протекания сигнала в графе) следует, что т' есть линейная функция передачи каждой ветви, присоединенной к ге-му узлу, и что т. не может содержать передачу, равную произведению двух ветвей, конфлюентных в га-м узле. Кроме того, -с^. Ту ..., т^, очевидно, не зависят от передач ветвей, присоединенных к га-му узлу. Так как Л не зависит от порядка нумерации узлов, можно выбрать любой узел в цепи и приписать ему наивысший номер п, а это означает, что nnne>r)p aiim.r./ih А гиасба есть линейная функция передачи каждой
зетви графа, поэтому он равен единице плюс алгебраическая :умма членов, причем каждый член имеет одну или больше •гередач различных ветвей в качестве сомножителей. Кроме пого. произведение передач двух конфлюентных ветвей не может появиться в определителе графа Д.
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4.12. Разложение определителя по контурам
Получим некоторые дополнительные сведения об определителе А с помощью рассмотрения подграфов. Подграфом называется часть графа, остающаяся после того, как определенные ветви перво​начального графа исключены из схемы. Для полноты можно предположить возможность исключения из схемы ветвей, которых нет. Это означает, что совокупность всех подграфов содержит и первоначальный граф. Исключение ветви эквивалентно получению передачи этой ветви, равной нулю. Следовательно, при исключении ветви из схемы некоторые члены в определителе исчезают, исчезают именно те члены, которые содержат передачи этих ветвей в виде множителей, но все остальные члены определителя Л остаются неиз​менными. Поэтому очевидно, что каждый член в подграфе Л появля​ется также и в определителе Л полного графа. Следовательно, любой выбранный член определителя Л графа входит в состав определи​теля Л некоторого подграфа, в частности подграфа, содержащего только те ветви, которые появляются в выбранном члене. Поскольку в определителе Л не содержится произведений конфлюентных ветвей, необходимо рассматривать только неконфлюентные подграфы. Некон-флюентный подграф не содержит пар конфлюентных ветвей. Таким образом, каждый член в определителе Д неконфлюентного подграфа входит также в определитель Л графа, и, наоборот, любой член в определителе Л графа является членом в опре​делителе некоторого неконфлюентного подграфа,
На фиг. 18 показан типовой неконфлюентный подграф, который по определению может содержать только контуры (такие, как а, bed, gh) и разомкнутые пути (такие, как ef), ни один из которых не касается другого. Определитель неконфлюентного подграфа может быть вычислен довольно легко, потому что некоторые из вели​чин ^ исчезают, а другие равны контурам L подграфа, как показано

на фиг. 18. Заметим, что разомкнутые пути, например ef, не могут войти в расчет определителя. Поэтому каждый член подграфа опре​делителя Л и, следовательно, каждый член в определителе Л полного
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Фиг. 18. Неконфлюентный подграф (жирные линии) и его определитель Л.

графа равен произведению некасающихся контуров. Чтобы найти определитель полного графа, необходимо включить все возможные системы некасающихся контуров, которые имеются в этом графе.

Это позволяет получить важный результат, называемый контурным разложением определителя. Если граф имеет т различных контуров, то контурное разложение определителя можно записать в следующей

форме:

' * /\i
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(звездочка означает, что члены, содержащие произведения каса​ющихся контуров, не учитываются).

Другой вид записи уравнения (10) имеет следующий вид:
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где

L,y — произведение А-й возможной комбинации г некасающихся контуров.                                               (12)

4.13. Разложение определителя на вянотители
Интересный результат получается в том случае, когда контуры обратной связи графа образуют некасающиеся подграфы. Чтобы найти контурный подграф любого графа, нужно удалить все ветви, не находящиеся в контурах обратной связи, оставляя только эти контуры. Вообще, контурный подграф может иметь большое число
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Фиг. 19. Определитель графа, контурные подграфы которого имеют две разделенные части.

некасающихся частей. Существует полезное соотношение, состоящее в том, что определитель полного графа равен произведению опре​делителей всех некасающихся частей контурных подграфов.

Доказательство  следует непосредственно из уравнения (10) и иллюстрируется фиг. 19.

4.14. Разложение по узлу или по ветви
На фиг. 20 добавлен (га+1)-й узел с ветвями в граф, содержа​щий п узлов; при этом вообще образуются новые контуры L^. Следо​вательно, к первоначальному определителю должны быть добавлены некоторые дополнительные члены для получения нового определителя полного графа, содержащего новый узел. Пусть Дд будет опреде​лителем части графа, не касающейся вновь образованного контура L^. При этих обозначениях можно написать новый определитель
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Уравнение (13) учитывает все возможные некасающиеся контуры системы в определителе Л'. Добавление (п-\-\)-то узла создает но​вые контуры L^. При этом только те контуры определителя Л',
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которые отсутствуют в определителе Л, .представляют собой некаса​ющиеся совокупности произведений ^Лд. Отрицательный знак в урав​нении (13) удовлетворяет правилу знаков, так как произведение L^ на положительный член Дд, будет содержать нечетное число кон​туров.

С помощью соотношения (13) можно разложить определитель

по любому узлу графа. Аналогично можно разложить определитель
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по ветви, по существу выполняя разложение по внутреннему узлу этой ветви. На фиг. 21 показано разложение определителя в компакт​ной форме. В этом частном примере внутренний узел, обозначенный жирным кружком, впервые вводится в одну из ветвей, занимающих среднее положение. После расщепления этого внутреннего узла кон​турный подграф разделяется на две части, и в результате опреде​литель становится разложимым на множители. Когда расщепленный

узел снова восстанавливается, образуется только один новый кон​тур /.д. Часть графа, не касающаяся этого нового контура, снова составляет две отдельные части Ц и Ly -В этом примере с помощью разложения осуществляется разделение контурного подграфа на некасающиеся части; число символов в выражении определителя зна​чительно сокращается (от 20 до 7). Упрощение, достигаемое путем разложения, зависит, конечно, от структуры графа и от выбора
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разложения по узлу или по ветви. На фиг. 22, а показана усложнен​ная структура графа вместе с соответствующим выражением опреде​лителя. Ветви d и h могут быть использованы для разложения на множители, как показано на фиг. 22,6'. Введенный таким образом новый узел (черный узел на фигуре) удобен для разложения, так как контурный подграф имеет две отдельные части (Ь и acei), когда этот узел расщепляется. Первое слагаемое в скобках на фиг. 22, б представляет собой определитель одной из этих частей acei. Этот подопределитель далее разложен на множители по ветви i (или е) для получения более компактного выражения, показанного в скобках. Когда расщепленный узел заново соединяется, образуются четыре новых контура. Из этих четырех контуров два содержат ветвь d,
а именно dg и def. Контур dg не касается петли с, следовательно, он должен быть умножен на определитель части (1 —с). Аналогично ветвь h появляется в двух вновь образовавшихся контурах, и один из них hf имеет некасающийся контурный множитель (1 —а). С по​мощью разложения на множители по ветви число символов в выра​жении уменьшается от 33 до 15.

4.15. Вывод общего выражения передачи
Для схемы фиг. 20 пусть т будет контурная передача (п-\-\)-то узла. Таким образом, т равно \^- Применяя эти обозначения, из

уравнения (8) следует, что
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Подставляя уравнение (13) в уравнение (14), находим, что
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Теперь при постоянно расщепленном (п-т-1)-м узле получается, что т представляет собой передачу графа от источника до стока, a L^ есть k-й путь от источника до стока. Это приводит к общему выражению передачи любого графа
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Величина Д^ рассматривается здесь как алгебраическое дополне​ние пути Р^. Вообще любая заданная часть графа представляет собой алгебраическое дополнение, т. е. определитель, составленный из тех контуров, которые не касаются заданной части. На фиг. 22, а, например, алгебраическое дополнение контура hf состоит из одной ветви о и равно (1—а). Аналогично алгебраическое дополнение контура b определяется выражением первого слагаемого (фиг. 22, б).
Алгебраическое дополнение Дд в выражении (16) может быть найдено вычеркиванием тех членов определителя Д, которые содержат

зетви, касающиеся пути Рд, или удалением пути Р^ и всех касающихся ветвей с последующим расчетом определителя оставшегося подграфа. Эти две операции эквивалентны, и поэтому их удобно использовать для взаимной проверки.

На фиг. 23 показано другое выражение передачи графа. Если передача от j'-го узла к й-му узлу равна Т.д и если система затем замкнута добавлением внешней ветви от k до у, передача которой
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Фиг. 23. Представление 7у^ в виде инвертированной передачи ветви замкнутого графа.

равна обратной величине передачи графа Г,д, тогда контурная пере​дача этой добавленной ветви равна единице и определитель Л' внешне замкнутого графа равен нулю. Следовательно, 7.^ можно найти из уравнения Л' = 0. Таким образом, расчет передачи графа пред​ставляет собой часть более общей задачи расчета определителя графа.

4.16. Инверсия пути или контура
Алгебраические уравнения, связанные с линейным графом, напи​саны в форме „причина—следствие". В каждом уравнении одна из переменных выражена в виде явного следствия других перемен​ных, действующих в качестве причин. Данная переменная должна играть роль зависимого следствия только в одном уравнении, как показано на фиг. 24. а. Иначе потребуется два узла для той же переменной, и граф окажется разомкнутым. Однако ничто не мешает нам перестроить систему уравнений и выразить их через одну из воз​можных форм „причина—следствие". На фиг. 24, б приведен пример.

Здесь первое уравнение дает выражение для x^ через х^ и х^ и второе уравнение определяет х^ через л-з и х^. При этом изменяются направления ветвей а и Ь первоначального графа и сдвигаются концы ветвей с и d в новые положения, как показано на фиг. 24, б. Легко сформулировать общие правила преобразования графа, соот​ветствующие таким операциям с уравнениями. Общее правило можно выразить следующим образом.

Чтобы инвертировать ветвь Ь, направленную от у-го узла к k-ыу узлу, во-первых, нужно перенести концы всех ветвей, направленных
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Фиг. 24. Инверсия пути. .
к k-wy узлу, в новые положения к у-му узлу и изменить направле​ние ветви Ь. Затем изменить передачу Ь на \[Ь и умножить на (— 1/6) передачи всех остальных ветвей, начала которых были переставлены. Чтобы инвертировать путь или контур, необходимо инвертировать все ветви в этом пути или в контуре.

Необходимо отметить, что процесс инвертирования легче пояснить на фигуре, чем словами (см. фиг. 24).

После того как получена структура графа на основе принципа „причина—следствие", единственными допустимыми инверсиями будут:

инверсия пути, который начинается в узле источника; инверсия кон​тура. Любой путь, начинающийся из источника, подходит для инвер​сии (фиг. 25, (?), однако при инвертировании пути, который начи​нается не в источнике, возникают трудности (фиг. 25, в). Эти трудности можно преодо леть, как показано на фиг. 25, г. При этом получается разомкнутый граф.

Инверсия может быть несколько упрощена, если удлинить каждый из узлов, не принадлежащих источнику, в инвертируемом пути (фиг. 26, а). Чтобы удлинить у'-й узел, нужно, во-первых, расще​пить его на У-й узел источника и j'-K узел стока и затем соеди​нить расщепленные половины ветвью, имеющей единичную передачу, направленную от j' к j.
Чтобы инвертировать путь (или контур), узлы которого удлинены, нужно изменить направления ветвей в этом пути, инвертировать их
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передачи и просто изменить знаки передач других ветвей, концы которых касаются этого пути (или контура). Заметим, что сигналы, обозначенные цифрами со штрихами у концов удлиненных узлов, изменяют их величины при инверсии. До инверсии узловой сигнал х' равен х.. После инверсии величина сигнала х. должна быть обозна​чена по-другому, например х": так как вообще она уже не равна х,.
Инверсии, показанные на фиг. 24, сохраняют соотношения, суще​ствующие между всеми узловыми сигналами, но графическая струк​тура изменяется. Инверсии, показанные на фиг. 26, сохраняют общую форму графа, но узловые сигналы, помеченные штрихами, изменяются. Соотношения между узловыми сигналами, не помеченными штрихами,
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конечно, остаются неизменными. Можно назвать первый и второй типы инв&рсии--, соответственно инверсиями, сохраняющими узлы и сохраняющими ветаи. Инверсия, сохраняющая узлы, сохраняет все узловые.сигналы, тогда как инверсия, сохраняющая ветви, сохраняет расположение всех ве-твей (но изменяет направления некоторых вет​вей). Для некоторых графов нет необходимости удлинять узлы, чтобы произвести инверсию, сохраняющую ветви. В частности, если каждый узел имеет не более одной входящей и не более одной
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Фиг. 28. Инверсия контура bghd.
выходящей ветви, тогда граф уже обладает конфигурацией, пригодной для инверсии, сохраняющей ветви. Блок-схема системы автоматиче​ского регулирования обычно составляется в такой форме с „точками суммирования" (где сходится некоторое число ветвей, но выходит только одна ветвь) и с „точками разветвления", где одна входящая ветвь разделяется на два или большее число выходящих путей. Сигнал, связанный с „точкой суммирования", не сохраняется при инверсии второго типа.

Два типа инверсии сравниваются на фиг. 27. На фиг. 27, а представлен первоначальный граф, в котором путь abc нужно инвер​тировать. Инверсия, сохраняющая узлы этого пути, дает новый граф (фиг. 27, б), передача которого от источника до стока есть инверсия передачи (фиг. 27, а). Отношение узловых сигналов л-i и х^, конечно, такое же в каждом графе. Передача инвертируется в графе фиг. 27, б просто, потому что роли источника и стока взаимно заме​нены. Граф фиг. 27, в показывает результат инверсии, сохраняющей ветви, выполненной после удлинения второго и третьего узлов.

На фиг. 28, а показан первоначальный граф с удлиненными вто​рым, третьим и -шестьн*- узлами, что необходимо для инверсии

i'i^.s-k-' '}Л <Л'-
контура bghd. Шестой узел .имеет только, одну входящую ветвь и поэтому не может быть удлинен. На .фиг. 28i б контур инверти​руется и передача от источника до стока вычислена: для сравнения с предыдущим случаем.

Все инверсии графа соответствуют всем возможным системам алгебраических уравнений, написанных в форме „причина—след​ствие". Как только физическая задача сформулирована в виде графа с помощью принципа „причина—следствие", любые другие форму​лировки этой задачи, выполненные на основе того же принципа (использующие такое же количество переменных), получаются непо​средственно с помощью процесса топологической инверсии.

4.17. Нормирование передач ветвей
Так как передача графа зависит только от передач путей или контуров, очевидно, что передачи ветвей могут быть нормированы любым способом, поскольку такое нормирование не изменяет вели​чин передач путей или контуров. На фиг. 29, а показан граф, и на фиг. 29, д и е показаны два из многих возможных способов, в кото​рых определенные передачи ветвей могут быть нормированы к еди​нице без изменения выражения передачи от источника до стока. Нормирование позволяет нам характеризовать структуру передачи через минимальное число независимых параметров.

Для того чтобы выяснить, какие ветви можно нормировать без изменения выражения передачи, присоединим сток непосредственно к источнику и пренебрежем направлениями всех ветвей фиг. 29, б. Теперь выберем дерево, соединим систему ветвей, которые касаются всех узлов, но не образуют какой бы то ни было замкнутой цепи, Два возможных дерева указаны на фиг. 29, в "и г. Ветви дерева могут быть нормированы к единице (или к любой другой желатель​ной величине), после чего передачи остающихся ветвей всегда можнс изменить так, чтобы восстановить первоначальные величины передач всех путей и контуров графа.

Справедливость этой операции можно доказать на основе сле​дующих рассуждений. Любая замкнутая цепь в графе, например fghi на фиг. 29, а, или уже представляет собой контур обратной связи или может быть преобразована в контур обратной связи с помощью инверсий (сохраняющих ветви) определенных путей или контурОЕ графа. Ясно, что нормирование всех ветвей в контуре обратной связи неизбежно изменяет величину передачи контура. Одна из вет​вей в контуре должна оставаться изменяемой, для того чтобы ком​пенсировать передачу первоначального контура, откуда вытекае! требование, что нормированные ветви должны образовать дерево Присоединение источника к стоку до выбора дерева обычно дае1

гарантию в том, что по крайней мере одна ветвь в каждом пути от источника до стока будет изменяться так, что можно сохранить первоначальные величины передач путей.
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4.18. Изменение направления графа
Выше было показано, что инверсия пути от источника до стока дает новый граф, передача которого равна обратной величине пере​дачи первоначального графа. Изменение направления графа предста​вляет собой другое преобразование, которое можно применять, чтобы получить новый граф, имеющий такую же передачу, как и
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Фиг. 31.
заданный граф. Эта операция выполняется с помощью изменения направлений всех ветвей в графе. При этом каждая ветвь t^ заме​няется новой ветвью t'^, a t'^-=-t^- Для графа, имеющего один

источник и один сток, изменение направления дает новый граф, пере​дача которого от источника до стока равна передаче первоначального

графа. Инвариантность передачи от источника до стока очевидна, так как изменение направления дает новый граф, имеющий такую же
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Фиг. 32.
систему путей и такую же систему некасающихся контуров, как и первоначальный граф.

На фиг. 30, а показан первоначальный граф, а на фиг. 30, б показан граф с измененным направлением, откуда видно, что хотя передача от источника до стока не изменилась после изменения направления, но соотношения между сигналами в промежуточных узлах вообще, полностью изменяются после изменения направления.

Изменение направления графа эквивалентно транспонированию матрицы ветвей этого графа (^, = ^Л Следовательно, матрица
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': 4* и г. 32 (продолжение).          ,

передачи графа также транспонируется путем изменения направления графа. Иначе говоря, Гд. == Г,д.

ЗАДАЧИ
4.1. В каждом графе фиг. 31 исключить л-й узел или оба узла т и п (если они имеются) и получить новый граф с неизменными передачами остающихся узлов.

4.2. Вычислить непосредственно из схемы передачу от источника до стока каждого из графов фиг. 32. В каких схемах удобно применять соот​ветствующее разложение, чтобы уменьшить число символов в выражении передачи? Какое имеется количество различных путей в графе h фиг. 32?

4.3. Вычислить контурную передачу ветви Ь, ветви d, п-го узла для каждого из графов фиг. 31.

4.4. Вывести правила передачи сигналов графа, применяя доказатель​ства, приведенные в гл. 3, для правил передачи унисторных схем.

4.5. Инвертировать путь от источника до стока в каждом графе фиг. 32 и доказать, что новая передача определяется обратной величиной прежней передачи. Применить: а) инверсию, сохраняющую узлы, и б) инверсию, сохраняющую ветви.

4.во Нормировать графы фиг. 32, в—д ил так, чтобы максимальное число ветвей имело единичную передачу без изменения передачи от источ​ника до стока.

4.7. Написать алгебраические уравнения, связанные с графами на фиг. 32, д, ж — л, и, решив их, сравнить с выражениями передачи, полу​ченными непосредственно из схемы.

4.8. Даны уравнения:
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Вычертить соответствующий граф и найти передачу х^Хц. Проверить правильность ответов с помощью алгебраических методов. 4.9. Даны уравнения:
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Преобразовать уравнения в форму, пригодную для построения графа, затем вычертить граф и найти х^х^ Проверить правильность ответа с помощью алгебраического решения.
4.10. Ниже приведены выражения передачи для различных графов. Синтезировать новый граф для каждого выражения передачи от источника до стока. Учесть, что передача каждой ветви графа обозначена соответст​вующей буквой.
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Глав а пятая
АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ С ПОМОЩЬЮ ГРАФОВ
5.1. Введение
Уравнения, связанные с линейным графом, записываются в форме „причина—следствие", причем каждая переменная выражается через другие переменные в явном виде. В качестве элементарного примера рассмотрим схему, показанную на фиг. 1, а. В этом случае задача состоит в том, чтобы выбрать удобную систему переменных цепи и затем составить полную и независимую систему соотношений вида „причина — следствие" из этих переменных. Решение полученного таким образом графа дает возможность найти выходное напряже​ние V через заданную входную величину Е, что изображено на фиг. 1, б, где ток / входит в виде явного следствия, вызванного причиной'Е, как это задано первой ветвью этого графа. Вторая ветвь показывает, что напряжение V представляет собой следствие, вызванное причиной, т. е. током /, и этим заканчивается граф. Из графа непосредственно следует, что vie == Ry/{R^ -+- R^)-
Другая формулировка приведена на фиг. 1, в. Здесь V выражено в виде явного следствия, вызываемого причинами Е и 1, что изоб​ражено двумя ветвями графа, направленными к узлу V. Ток / в свою очередь определяется напряжением V по закону Ома для ветви с со​противлением /?2. В этом случае рассмотрение цепи в виде „при​чина—следствие" приводит к контуру в графе. В уравнениях фиг. 1, в независимая переменная Е представляет собой только узел источника в графе и его структура (включая величины параметров цепи) отра​жена в формулировке задачи. Каждое новое соотношение „причина —

следствие" дает некоторую новую информацию для построения графа. новую величину параметра схемы или новый вынужденный ток или напряжение, полученные из законов Кирхгофа.

Остальные части фиг. 1 показывают некоторые другие воз​можные способы, с помощью которых эта частная задача расчета
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Фиг. 1. Графы простой схемы.

схемы может быть сформулирована в виде графа. В случае физиче​ской задачи Е представляет собой основную причину, тогда как ток / и напряжение V—следствие этой указанной причины. Однако мы можем выбрать / и затем вычислить величину Е, требуемую для получения тока /. В результирующих уравнениях с точки зрения анализа / рассматривается как основная причина (узел источника), а £ есть результирующее следствие (зависимый узел), полученное путем расчета (фиг. 1, д). Это никак не изменяет физического смысла Е. В частности, в графе-фиг. 1) д -не обязательно подразумевать, что /

является источником тока в электрической схеме. Первичный физи​ческий источник не обязательно изображается в виде узла источника графа. В большинстве задач удобно, когда узел источника графа-и физический источник совпадают.

Граф фиг. 1, д получается непосредственно из графа фиг. 1, в с помощью инверсии (сохраняющей узлы) пути от Е до /. Это иллюстрирует тот факт, что когда граф составлен для решения физической задачи, то все другие возможные формулировки „при​чина—следствие", содержащие те же самые переменные, получаются с помощью инверсий графа.

Граф на фиг. 1, ж получается из инверсии единичной ветви фиг. 1, в или ветви /?2 на фиг. 1, д. Здесь V обозначает узел источника, при этом функциональные соотношения между Е и V такие же, как и на графах фиг. 1,8 и д. Граф фиг, 1, г можно превратить в граф фиг. 1, в путем исключения второго узла (Е—V) и затем с помощью последующей инверсии контура, сохраняющей узлы. Граф фиг. 1, е получается из графа фиг. 1, в после инверсии (сохраняющей ветви) пути от Е до / на фиг. 1, в. Аналогично, инверсия (сохраняющая ветви) контура на фиг. 1, в дает граф фиг. 1, з. Заметим, что инвер​сия, сохраняющая узлы, дает различные структуры графа при при​менении тех же самых переменных, как на фиг. 1, в, д и ж, тогда как инверсии, сохраняющие ветви, не изменяют первоначальной кон​фигурации графа, но изменяют сигналы в узлах, имеющих более одной входящей ветви фиг. 1, 8, е, з.
Формулировка физической задачи в форме „причина—следствие" является в известном смысле произвольной. Можно выбрать пере​менные и составить формулировку по предварительной схеме, кото​рая не изменяется при переходе от одной задачи к другой; Однако такие формальные методы приводят к очень сложному графу. В этой главе сначала выведем определенные формальные операции и затем, используя их в качестве основы, перейдем к другим формулировкам графов, которые часто дают более простые графы, более четко связанные с физическими задачами.

Б.2. Схемы четырехполюсников
Многие электронные схемы и системы удобно представить в виде соединенных между собой трехполюсников. На фиг. 2, а показан трехполюсник с двумя парами переменных, характеризующих актив​ные параметры. С помощью этих переменных можно полностью описать поведение схемы. Схема предполагается линейной, и, следо​вательно, некоторые общие линейные соотношения вида
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связывают два тока и два напряжения. Кроме того, две из четырех переменных представляют собой независимые заданные величины. Например, если к цепи присоединены источники напряжения £\ и Е^, то напряжения этих источников могут быть установлены равными любым величинам. Заданные напряжения определяют величины токов /, и /ч. Уравнение (1) позволяет независимо задать три переменные.
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«I» и г. 2. Схема трехполюсника.

о—определение переменных £1, /i и Е„ /; четырехполюсника; б—граф двух линейных соот​ношений между четырьмя переменными; в—окончательный граф.
Если, однако, только две переменные заданы независимо, тогда получается другое линейное соотношение

^fi+^+Vi+^^io-               (2) Эти два уравнения полностью характеризуют схему. Предполо​жим, что на фиг. 2, а изображена линейная эквивалентная схема;

в этом случае параметры feg и k^ исчезают. Приравнивая нулю величины k^ и аю в уравнениях (1) и (2), можно решить уравне​ние (1) относительно тока /;, выразив его через £\, £3 и /^, а также решить уравнение (2) относительно /^, выразив этот ток через £\, Е^ и " /;. В результате можно получить граф фиг. 2, б. Затем можно добавить две ветви с передачами, равными единице, как указано на фиг. 2, б, и промежуточные узлы можно исключить и получить остаток вида фиг. 2, в. На фиг. 2, в показано, что только четыре ветви графа требуются для полного описания схемы четырехполюсника. Чтобы показать это другим способом, опустим

постоянные члены k^ и ац) и перепишем уравнения (1) и (2) в сле​дующей форме:
и
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Эти уравнения можно выразить в матричной форме
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Умножение слева на обратную квадратную матрицу, находящуюся в правой части уравнения (5), обеих частей этого уравнения дает
выражение
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которое можно представить в виде матрицы проводимостей корот​кого замыкания
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Это уравнение содержит только четыре независимых параметра.

На фиг. 3 показаны шесть возможных независимых пар перемен​ных, что соответствует шести матричным преобразованиям, предста​вленным на фиг. 15 в гл. 2.

На фиг. 3, д и е изображены графы, которые неудобно рас​сматривать в виде простых эквивалентных схем. На фиг. 3, а — г передачи ветвей каждого графа могут быть измерены эксперимен​тально, причем для этого достаточно иметь один источник и один измерительный прибор. Однако на каждой из фиг. 3, д и е требуются два источника и два измерительных прибора для экспериментального определения передачи каждой ветви. Например, при расчете пара​метра А в схеме фиг. 3, д можно присоединить внешний источник напряжения к одной стороне схемы, установить величину Е^ равной единице и затем установить величину Е^ так, чтобы входной ток /, был бы равен заданному значению. После этого значение Е^ численно равно А. Любая схема замещения для фиг. 3, а—г может быть использована для изображения схем графов фиг. 3, д и е, но пара​метры схем уже не будут просто связаны с величинами передач вет​вей графа, как это получается для схем на фиг. 3, а — г.

На фиг. 4 показаны графы и эквивалентные схемы для некоторых цепей, подчиняющихся принципу взаимности. Четырехполюсники, удовлетворяющие этому принципу, полностью характеризуются тремя,
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а не четырьмя комплексными параметрами. На фиг. 4, а и б пока​заны общие эквивалентные схемы замещения, которые можно приме​нять для представления произвольного трехполюсника, для которого справедлив принцип взаимности. Эквивалентная схема фиг. 4, г также
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Фиг. 5- Преобразование параметров с помощью инверсии графа пути.

имеет три независимых параметра и поэтому в общем случае позво​ляет выразить комплексными величинами коэффициент передачи п трансформатора. На фиг. 4, в—е свойство взаимности выражается передачами верхней и нижней ветвей, которые равны по величине, но противоположны по знаку. Граф на фиг. 4, а удобен, так как позволяет выразить каждый из трех параметров цепи только одной проводимостью ветви. Исключение двух промежуточных узлов фиг. 4, а дает граф в форме фиг. 3, а, в котором проводимости Y^ и Уц равны взаимной проводимости Гда.

Переход от одной формы четырехполюсника (из шести возможных) к другой показан на фиг. 5. Начнем с определения прямой передачи напряжения графа фиг. 3, в. Чтобы подготовить инверсию, сохраняю​щую ветви, добавим четыре изолирующие ветви, имеющие единичные передачи, как показано на фиг. 5, а. Инверсия пути от /^ до Еу дает граф фиг. 5, б, остаток которого выражен в виде проводимостей короткого замыкания. Чтобы получить обратную передачу напряже-• ния в форме фиг. 5, д, можно инвертировать путь от /^ до Еу и также путь от £?i до /i, как показано на фиг. 5, в. Параметры
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обратной передачи напряжения затем оцениваются непосредственно через параметры прямой передачи напряжения с помощью графа

фиг. 5, в.

Шесть основных схем полностью эквивалентны друг другу и

взаимозаменимы, инверсия графа представляет собой простой и непосредственный метод определения одной системы параметров через параметры другой системы. Заметим, однако, что при решении част​ных задач одна из шести эквивалентных схем обычно бывает более удобна, чем другие. В частности, с. помощью идеального трансфор​матора фиг. 4, в непосредственно определяется прямая передача напряжения или тока (фиг. 3, в или г), тогда как проводимости короткого замыкания или полные сопротивления холостого хода идеального трансформатора равны бесконечности и неудобны для

практических расчетов.

Кроме основных шести эквивалентных схем, приведенных на фиг. 3,

можно составить много других схем специального назначения. На фиг. 6 приведена одна из таких эквивалентных схем, в которой показано взаимное полное сопротивление Z^ и прямое передающее сопротивление Z„ с односторонней проводимостью. Эта схема заме​щения часто применяется для исследования транзистора в схемах

с общей базой и с общим эмиттером. Указанные четыре параметра тесно связаны с физическими свойствами транзисторов. Схема на фиг. 6 тем не менее является общей и может применяться в качестве эквивалентной схемы для произвольных цепей с тремя зажимами (для трехполюсников). Параметры любой из шести схем непосред​ственно связаны с полными сопротивлениями холостого хода.
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Фиг. 7. Преобразование к новому выбору переменных величин, относящихся к зажимам.

Все эквивалентные схемы, показанные на фиг. 3, основаны на применении четырех величин. (£^, £3, /,, /g), относящихся к двум парам зажимов. Имеются, однако, три возможности выбора пар зажимов при анализе трехполюсников. Два из них сравниваются на фиг. 7. На фиг. 7, в показан граф прямой передачи тока для схемы фиг. 7, а. Ветви, указанные пунктирными линиями, задают соотно​шения между переменными на фиг. 7, а и б. Из графа фиг. 7, в можно вычислить соответствующие параметры на основе нового графа фиг. 7, г. Шесть эквивалентных схем и три возможных выбора пар зажимов дают восемнадцать различных, но эквивалентных пред​ставлений для трехполюсной цепи. Кроме того. возможны и другие эквивалентные схемы специального назначения. Здесь полезно отме​

тить, что целесообразно запомнить или иметь в таблице эти восем​надцать различных систем параметров. Важно также уметь преобра​зовать одну из этих систем в другую.
5.3. Каскадное соединение четырехполюсников
Если два или большее число четырехполюсников включается каскадно (фиг. 8, а), то граф полной системы легко составляется путем
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Фиг. 8. Графы каскадного соединения четырехполюсников.

соединения соответствующих графов четырехполюсников (фиг. 8, б). Два графа можно соединить каскадно, если только они совместимы. Здесь совместимость означает соединение узлов источника одного

четырехполюсника и узлов, не принадлежащих источнику другого четырехполюсника. Например, на фиг. 8, б е^ служит узлом источ-яика напряжения, а е^ не является узлом источника. Аналогично ^ представляет собой узел источника тока, а узел ^ нет. Совмести​мость позволяет включить ветви, показанные пунктиром (фиг. 8, б). Это означает, что е^ равно е^ и ^ равен току — /з-

Вместо ветвей, показанных пунктиром, можно совместить две отдельные части графа так, чтобы узел е^ совпал с узлом е^ и узел г'2 с узлом 1^. Соединение двух узлов, принадлежащих разным графам, допустимо только в том случае, когда один узел или оба представляют собой узлы источников и когда известно, что оба узловых сигнала равны. Совмещение двух узлов, не принадлежа​щих источникам, искажает уравнение и дает неправильный граф.
С помощью графа фиг. 8, б можно получить параметры прямой передачи напряжения каскадного соединения через параметры прямой передачи напряжения двух отдельных частей схемы. Результат рас​чета показан на фиг. 8, в. Предположим теперь, что требуется найти передачу напряжения е^е, полной системы, когда сопротивление источника Z^ и проводимость нагрузки У\ присоединены, как пока​зано на фиг. 8, а. В этом частном случае, когда полная схема содержит только два каскадно соединенных четырехполюсника, рас​чет несколько упрощается, если применить граф фиг. 8, б, а не фиг. 8,в.
Чтобы учесть источник и нагрузку, надо присоединить три новые ветви, в результате получается схема графа, показанная на фиг. 8,2, а искомое выражение передачи выводится из разложения определителя Д по узлу с током 1^.
При последовательном включении полного сопротивления или при параллельном включении проводимости между двумя каскадно соеди​ненными схемами не изменяется окончательная форма графа. В част​ности, если схема, показанная на фиг. 4, е, соединена каскадно между двумя схемами на фиг. 8, а, тогда последовательное полное сопро​тивление можно объединить с Z^ и .параллельную проводимость можно объединить с У^. Другими словами, включение графа фиг. 4, д между двумя частями графа фиг. 8, б дает граф, • в котором имеются два новых контура.

На фиг. 9 приводятся некоторые из многих других соединений графов четырехполюсников. Граф проводимостей совместим при каскадном соединении с графом прямой передачи напряжения (фиг. 9, а). В результате такого совмещения получается граф, изо​браженный на фиг. 9, б. Схемы фиг. 9, в и г показывают, что граф прямой передачи напряжения совместим как при параллельном (фиг. 9, в) соединении, так и при последовательном (фиг. 9, (?) соеди​нении четырехполюсников. Например, на фиг. 9, г видно, что е^ и вд

равны е^, а ток 1^ равен отрицательной сумме 1^ и 1^. Здесь можно совместить узлы е^. е^, е^ и узлы 1^, ty ic, после первого преобра​зования графа для замены узлового сигнала ^ на ег0 отрицательное
значение.
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Фиг. 9. Некоторые другие совместимые соединения графов -icibipexno-люсников.

5.4. Основной граф контурной схемы
Различные соединения четырехполюсников дают полезные и систематические примеры составления графов. Здесь будет описан более общий и еще более систематический метод. Предположим, что анализируемая схема составлена из источников тока, источников напряжения и обычных ветвей, подчиняющихся принципу взаимности. Метод составления графа основан на топологии схемы и начинается с выбора дерева

Дерево — совокупность соединенных ветвей, касающихся всех узлов в цепи, но не образующая ни одного контура,      (8)

Звено — любая ветвь, не включенная в заданное дерево.      (9)

При коротком замыкании всех ветвей в дереве все напряжения в схеме равны нулю, а при размыкании всех ветвей звеньев
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Фиг. 10. Составление графа, выраженного через три полных сопротивле​ния дерева и проводимость звена.

разрываются все контуры в схеме и все токи схемы равны нулю. Составление графа выполняется при помощи следующих операций:

Выбирается дерево; содержащее все источники напряжения схемы, но не содержащее ни одного источника тока; поэтому соот​ветствующая совокупность звеньев содержит все источники тока;

выражаются напряжения звеньев через напряжения ветвей дерева, а токи ветвей дерева через токи звеньев; заканчивается граф ветвями, передачи которых представляют собой проводимости звеньев и полные сопротивления ветвей дерева.            (10)

Очевидно, что возможно выбрать дерево, содержащее все источ​ники напряжения и не содержащее источников тока; в противном случае источники напряжения и источники тока не будут заданы независимо. После того как дерево выбрано, изложенный выше метод приводит без всякой неясности к правильному графу, который можно назвать основным графом.

На Фиг 10 показан простейший пример. Имеются два возможных дерева, содержащие источник напряжения и не содержащие источ-
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фи г. 11. Основной граф, построенный на выбранном дереве 1234.
^, йыбепем дерево содержащее ветвь 2у и источник напря​жения.7 прГэ^мТо.оДИМОс^ь у, и источник тока i, являются
»„ r\L как дерево содержат один и только один путь между SS дЙя з^д^^ми^^-, то напряжения на звеньях легко
найти в виде алгебраической суммы напряжений ветвей. На фиг. 10, а напряжение звена v^ равно сумме •Уу. и •»,., как указано двумя верх​ними ветвями графа на фиг. 10,б. Поскольку дерево имеет один путь между двумя узлами цепи, то ток в любой ветви дерева легко выразить через токи звеньев. Ток каждого звена совпадает с напра​влением контура, и путь дерева соединяет концы этого звена. Следо​вательно, получаются две нижние ветви (фиг. 10,6).
Более сложный пример графа показан на фиг. 11. Схеме фиг. 11, а соответствует фиг. 11,6. на которой дерево, содержащее источ​ник напряжения и не содержащее источника тока, показано жирными
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Фиг. 12. Матричные графы.

а—основной граф; б—граф токов дерева; в—граф напряжения звеньев. v-r—источники; г'у-—напряжения дерева; г-т-—полные сопротивления дерева; 1-г—токи де-
/ рева; v.—напряжения звена; уг—проводимости звеньев; (.—токи звеньев; (.—источники-
ветвями, а звенья—пунктирными линиями. Выбор положительных направлений для тока и напряжения произволен, но как только эти направления выбраны, они должны оставаться неизменными при составлении графа. Используем второй закон Кирхгофа и выберем положительное направление тока, показанное на фиг. 11, в, и для обычных ветвей и источников. Положительные направления напряже​ния и тока для любого элемента таковы, что ток ветви и напряже​ние на ее зажимах дают положительную мощность, поглощаемую

этим элементом. Это следует понимать так, чти уирищспгид, иии^,,^ чение в виде стрелки фиг. 11,г указывает направление тока • и на​пряжения фиг. 11, в для любой ветви или источника.

Описанный способ составления графа приводит к основному графу фиг. 11, д. Общая структура графа, показанная на фиг. 11, д, может быть представлена более компактно на фиг. 12, а, на которой изображен матричный граф. Соответствующие матричные уравнения

имеют следующий вид:
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где г»-, v-. Г, и 1^—матрицы (векторы)-строки; [а, а—преобразую​щие матрицы и у^ zj-—диагональные матрицы. Для схемы фиг. 11, рассматриваемой в качестве примера, получаем соотношения
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равен сумме токов, входящих во второй узел схемы и вызванных другими узловыми напряжениями, кроме v^. Так как ток приписан к каждому узлу, то 1"^ можно показать наглядно направленным из

второго узла через собственное полное сопротивление 1/(у^-{- y^-^-Vs) этого узла; произведение этих величин равно узловому напряже​нию v^. Аналогично напряжение v" на фиг. 17, б равно напряжению,
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Ф м г. 17. Графы узловых напряжений и контурных токов многозвенной цепи.

вызванному в пятом контуре всеми другими контурными токами, и контурный ток 1^ определяется в виде частного от деления этого напряжения на собственное полное сопротивление контура. Графы на фиг. 17 преобразуются в графы, показанные на фиг. 16, г и д, путем исключений узловых переменных, обозначенных двумя штрихами.

5.6. Вынужденная односторонняя проводимость
В предыдущих разд. 5.4 и 5.5 были составлены графы для схем, подчиняющихся принципу взаимности. Распространение способов построения графов для схем с элементами, не подчиняющимися прин​ципу взаимности, например для схем с электронными лампами или с транзисторами, работающими в линейном режиме, очевидно.

На фиг. 18, а показана схема с крутизной s, обладающей односторон​ней проводимостью, представленной в виде зависимого источника
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Фиг. 18. Основные графы, построенные с учетом ограничений, вносимых односторонней проводимостью.

тока se„, управляемого напряжением е'. Управляющее напряжение

&                                                                       s
обозначено соответствующей буквой со штрихом для облегчения составления графа фиг. 18, б. Штрих дает возможность отличить напряжение схемы е' от величины напряжения eg, появляющегося

в виде множителя в выражении тока источника se . Если, таким образом, имеется возможность отличить е, от е', то можно пред​ставить se, в качестве независимого источника тока, связь которого с е' еще не задана. С этой точки зрения схема фиг. 18, а не отличается от схем с ветвями, подчиняющимися принципу взаим​ности, рассмотренными в предыдущих разделах. Выбор дерева г^г^ приводит к части графа, показанной на фиг. 18, б жирными ли​ниями. Расположение узлов такое же, как на фиг. 11; переменные деревьев расположены налево, а переменные звеньев находятся справа. Когда seg представляет собой независимый источник тока, то часть графа, показанная жирными линиями, определяет свойства схемы. Поскольку е' управляет величиной se,,, то при е, == е' необходимо

ё                                                                                                 °                                          о                6
добавить ветвь s, показанную пунктиром. После этого граф закопчен полностью, и любая переменная может быть выражена через одну независимую величину 1ц.
Другие параметры с односторонней проводимостью, например у. электронных ламп или а транзисторов, могут быть учтены таким же способом (фиг. 18, в—е). При составлении графа предполагается, что зависимый источник действует в качестве независимого. Это допущение затем можно учесть путем добавления последней ветви к графу. В графе фиг. 18, г используется дерево у.е„ /?; и Zy
Этот граф не является основным. Напряжение е' выражено через е, и е^, а не через е^, е^ и у.е^.
Графы, показанные на фиг. 18, составлены с помощью основных форм; однако в этом нет необходимости, если схемы содержат элементы с односторонней проводимостью. При составлении графов для таких схем применяется меньшее число переменных в виде кон​турных токов или узловых напряжений. При этом зависимые источ​ники рассматриваются в качестве независимых и затем добавляются ветви графа, представляющие ограничения, вносимые односторонней проводимостью.

5.7. Граф узловых напряжений для унистор-ной схемы
Схему с элементами, не подчиняющимися принципу взаимности, можно представить в виде совокупности ветвей, подчиняющихся этому принципу. При этом в цепь вводятся зависимые источники. Как показано в гл. 3, цепь с элементами, не подчиняющимися прин​ципу взаимности, можно представить в виде схемы с ветвями из униеторов (фиг. 19. а). Узловые потенциалы унисторной цепи должны

удовлетворять уравнениям вида
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Левая часть этого уравнения представляет ток, выходящий из А-го узла через -унисторы, направленные наружу. Правая часть уравне​ния (48) представляет ток, входящий в /г-й узел из униеторов, направленных к узлу. Чтобы составить общее уравнение в форме
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ф я г. О. Схема унистора (а), схема соответствующего графа (ff).
„причина—следствие", нужно переписать уравнение (48) и выра​зить s,, в виде явной функции потенциалов е. других узлов
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Это сразу приводит к выводу, что для графа с передачами ветвей, равными t.^, справедливо соотношение
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На фиг. 19, б показано, что граф узловых напряжений для унистор-ной цепи после исключения из схемы унистора, направленного к земле, приводит к такой же топологической структуре, как и сама уни-сторная цепь. Из графа фиг. 19 величина передачи от е^ к е^ равна
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Фиг. 20. Граф (а), эквивалентная унисторная схема (б). и после замены t,,, с помощью уравнения (51) имеем
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Это выражение можно упростить и представить в следующем виде:
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Если источник напряжения е^ замкнут (фиг. 19, а), то остается только одно унисторное дерево йзо^з^з- которое нужно учитывать. Опре​делитель графа содержит контуры, тогда как определитель унистор-
ноя схемы состоит из деревьев. Для произвольного контура графа
[image: image73.png]Byplpiliyy

Eintpitiy = (2 uk’) (2 ”ir) (2 u]_')

r r r




Числитель выражения (55) содержит член и.^и^иц. Следовательно, когда передача контура t.^t^t^, вычитается из единицы и результат приводится к одному общему знаменателю, замкнутые унисторные контуры исчезают из результирующего числителя. После исключения унисторных контуров могут остаться только унисторные деревья. Аналогичным способом можно вывести топологические правила пере​дачи для унисторных схем из законов передачи графа. Короче, пра* вила для унисторов и для графов тесно связаны, и уравнение (51) представляет собой основное соотношение, с помощью которого одно из них может быть получено из другого.
На фиг. 19 показан граф для унисторной схемы. На фиг. 20 показано определение унисторной схемы по графу с заданными узловыми напряжениями. В этом случае задача синтеза решается очень просто. Пусть
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выполняется в каждом у-м узле схемы, кроме заземленного и вход​ного узлов. При этих предположениях из уравнения (51) следует, что
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для всех унисторов, не соединенных с землей. Проводимости уни​сторов й.о, направленных к заземленному узлу, могут быть получены равными величинам, удовлетворяющим уравнению (56). Этим и закан​чивается синтез схемы, как показано на. фиг. 20, б.
5.8. Основные схемы замещения
транзисторов и электронных ламп
Примеры, приведенные в этой главе, предназначены для иллю​страции принципов составления графов, изложенных в предыдущих разделах. На фиг. 21, а показана приближенная линейная эквива​лентная схема транзистора. Граф фиг. 21, в имеет две единичные ветви, учитывающие токи в среднем узле, и имеет также ветвь а, отображающую одностороннюю проводимость для тока. Учет сопро​тивлений эмиттера и базы дает более сложную эквивалентную схему фиг. 21, б, а учет коллекторной проводимости g^. приводит к общей эквивалентной схеме, показанной на фиг. 22, а. Переход от схемы
фиг. 21, в к схеме фиг. 21, г, а затем к фиг. 22, б иллюстрирует общий метод составления графа с помощью приближения и коррекции. В типовом транзисторе при обычных условиях базовое сопротивление, сопротивление эмиттера и коллекторная проводимость
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ф и г. 21. Схема замещения транзистора с общим эмиттером (коллектор​ная проводимость не учитывается).

а—приближенная эквивалентная схема; а—соответствующий граф; 5—граф упрощенной схемы; ас—эквивалентная схема;-б, г, е, з—та же последовательность схем, но с учетом сопротивления эмиттера и базы.
очень малы. Из этого следует, что произведения r^g^ и r^g^ меньше единицы на один или несколько порядков. Следовательно, схема замещения и граф фиг. 21, а и в представляют собой первое приб​лижение для анализа схемы, показанной на фиг. 22, а. Составление графа выполняется с помощью прямой передачи тока в схеме, пока​занной на фиг. 22, в, из которой видно, что (\ представляет собой источник тока, а е^—источник напряжения. Таким образом, ;;

является узлом источника (фиг. 21, в). Чтобы корректировать при​ближенные величины е^ и 1^ (фиг. 22, в), необходимо добавить ветви в графе фиг. 21, б.

Составление графа посредством приближения и коррекции пред​ставляет собой математическую операцию, требующую внимания. При анализе схемы следует понять основные соотношения, обычно тесно
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Фиг. 22. Эквивалентная схема транзистора с общим эмиттером и ее граф.

связанные с проектируемыми функциями схемы; затем нужно коррек​тировать приближенный граф путем учета второстепенных факторов. Составление графа с помощью приближения и коррекции предста​вляет собой метод решения. Если схема слишком сложна и ее нельзя анализировать непосредственно, то следует замкнуть или исключить из схемы некоторые ее элементы и оставить только основу схемы.

Затем нужно составить граф, имеющий смысл, и после этого приме​нить коррекцию.
Знание некоторых общих свойств основных графов (разд. 5.4—5.6) иногда помогает решению таких задач. Для составления графа
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Фиг. 23. Эквивалентная схема транзистора с общей базой и ее граф.
по фиг. 22, а, например, можно считать сопротивления Гд и Гд и про​водимость g^ (а не проводимости ,§д, gy и сопротивление /-д) в каче​стве передач графа. Граф будет понятнее, если второстепенные фак​торы в схеме выражены малыми величинами передач. Зная свойства основных графов, легко понять, что /•;,, Ту и g^ можно выразить в виде передач графа, поскольку схема обладает деревом, содержа​
щим /•;, и Гу но не содержащим §д. Граф на фиг. 22, б тесно свя​зан с основным графом, использующим дерево г^Гд и источник на​пряжения е^.
На фиг. 23—33 показаны графы других транзисторных и лампо​вых схем. Все рассматриваемые здесь цепи представляют собой экви​валентные линейные схемы для сигналов переменного тока. Поэтому
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Фиг. 24. Эквивалентная схема транзистора с общим коллектором и ее граф.

источники питания не показаны на фиг. 25—33. Некоторые пред​ставленные здесь формулы основаны на использовании эквивалентных схем с источником напряжения и с источником тока. Для сравнения заметим, что усиление напряжения e^i ТТ^ основных триоднык

схем выражается очень простыми формулами, если применяется кру​тизна s, проводимость g и нагрузка On, как показано на фиг. 26, е, 29, б и 31, б.
На фиг. 27 показана проводимость между анодом и сеткой, влия​ние которой становится значительным на высоких частотах вследствие межэлектродной емкости сетка — анод и паразитной емкости между
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Фиг. 25. Сравнение трех основных транзисторных схем (проводимость коллектора не учитывается).

этими электродами. На фиг, 26, д и 29, а приведено интересное сравнение катодного повторителя и усилительного каскада с общим катодом. На фиг. 30 приведена схема графа, аналогичная схеме, рас​смотренной на первой фигуре этой главы. Хотя е и не является

основным физическим источником (фиг. 28, а), можно начать соста​вление графа с величины е^, а затем составить граф, который дает

величину э. д. с. источника е^, необходимую для того, чтобы полу​чить величину е. Результирующее отношение е^/е, такое же, как

на фиг. 29. а; два графа связаны между собой с помощью простой инверсии.

Если граф составляется на основании экспериментальных данных [например, величины передачи напряжения, измеренной эксперимен​тально (фиг. 31, о и б)], то требуется только небольшое изменение
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Фиг. 26. Анализ электронного усилителя с общим катодом. а—эквивалентная схема с источником напряжения; б—эквивалентная схема с источником тока v.='R^s. ?„=1W(. 0^=Wy в-е-соответствующие графы.
графа для применения к другим случаям, например для определения выходного полного сопротивления (фиг. 31,8 и г). Замена сопроти​вления нагрузки /?п на фиг. 31, а источником напряжения, показан​ным на фиг. 31, в, эквивалентна удалению из схемы фиг. 31, б ветви

